Equations différentielles.

A. Exemples d’introductions.
° En électricité

L’étude de I'intensité dans le circuit de la figure
ci-contre conduit a la relation : LRI

etL] L R

Li*(t) + Ri(t) = e(t)

° En mécanique
—_
L’¢tude de la fleche d’une poutre N 0 i -
e 7l _#
soumise aux actions F et Q (figure — s e -~
l l
ci-contre) mene a la relation : = 2 2 e

y"(x) + Ky(x) = - Ax

k et A sont des constantes liées a la
poutre

Les relations telles que :
Li’(t) + Ri(t) = e(t)
ou  y'(x) + Kiy(x) = - Ax

sont appelées : équations différentielles.

B. Définitions.

e On appelle equation différentielle une relation entre la variable t, une fonction (de t) inconnue
et certaines de ses dérivées.

Elle s’écrit : F(t, f, f’, >, ...)=0 (1)
Exemple : 2f (1) — 3f ’(t) + f(t) = 0 est une équation différentielle.

e On appelle ordre d’une équation différentielle, I’ordre maximum des dérivées figurant dans la
relation (1).

Exemple : f °(t) — tf(t) = 0 est une équation différentielle du premier ordre.

f ’(t) — f(t) = t est une équation différentielle du second ordre.

e On appelle solution d’une équation différentielle (1) sur un intervalle | de IR, toute fonction
vérifiant la relation (1), pour tout t de I.

Exemple. Considérons I’équation différentielle du premier ordre :  f’(t) —f(t) =0 (E)
La fonction g définie sur IR par g(t) = e' vérifie (E) : en effet pour tout réel t, on a:

g’()—gt)=e'-¢€'=0

Nous dirons que g est une solution particuliere de (E).



e Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle c’est déterminer I’ensemble de toutes les
solutions.
L’ensemble des solutions est aussi appelé solution générale de 1’équation différentielle.

Remarques :

— La fonction inconnue est souvent notée y, puis les dérivées premiere et seconde y’ et y”’.
— Les dérivées premiére et seconde peuvent étre notées respectivement at et e lorsque la

variable est t.

Exemple. La méme équation différentielle s’écrira :
i) + Ri() +2 i) = ()
d?i di 1. _ de
ou Lag *Ra*c' T
ou plus simplement Li>> + RV’ S i=e’

C

C. Equations linéaires du premier ordre.
C.1. Définition.

On appelle équation linéaire du premier ordre une équation de la forme : a(t)y’ +b(t) y =c(t) (1)
ou a, b et c sont des fonctions dérivables sur un intervalle | — IR avec a(t) = 0 sur 1.

Sic(t) # 0, I’équation (1) est dite « avec second membre ».
On lui associera 1’équation a(t)y’ + b(t) y=0 (2) dite « sans second membre ».

Exemples.
° ty’—3y=sint : équation avec second membre.
° ty’-3y=0 équation sans second membre.

C.2. Résolution de I’équation sans second membre a(t)y’ + b(t)y =0 {a(t) # 0}.

b(t)

Puisque a(t) est différent de 0, I’équation est équivalente a : y’ + a(i) y=0 (1)

Soit F une primitive sur I de la fonction : t —> gi(%
{F existe puisque a et b sont deux fonctions dérivables sur | et a(t) = 0}
Par conséquent on a, pour tout réel tde I, F (t) = gi(%

Multiplions les deux membres de I’équation (1) par " ; on obtient

> F(1) m Ft),, —
ye +a(t)e y=0

ou yer® +F'(t) efVy=0(2)

On remarque alors que le membre de gauche de la relation (2) est la dérivée du produit ye™

dou  (ye¥ =0 et yef¥=k (keR)

Conclusion. En multipliant les deux membres par e ~"® on obtient : y =ke "® (k € R).



Théoréme. Sia et b sont deux fonctions dérivables sur un intervalle | de R et si a(t) = 0 sur |
alors I’ensemble des solutions sur | de I’équation différentielle : a(t)y’ + b(t)y =0
est définie par : y(t) = ke FO

b(t)

ou k est un réel quelconque et F une primitive sur | de la fonction : t— —2

a(t)
Exemple 1. Résoudre sur IR, I’équation différentielle : y* + 2y = 0.

Exemple 2.  Résoudre sur IR, I’équation différentielle : y* — 2ty = 0.

C.3. Résolution de I’équation avec second membre a(t)y’ + b(t) y = c(t) {a(t) # 0}.
a, b et ¢ sont des fonctions dérivables sur un intervalle | — IR avec a(t) = 0 sur I.

Théoréme. (Admis)

La solution générale de 1’équation a(t)y’ + b(t)y = c(t) s’obtient en ajoutant une solution
particuliere de I’équation avec second membre a la solution générale de I’équation sans second
membre

Méthode de résolution de I’équation a(t)y’ + b(t)y = c(t) (1)
° On considére 1’équation sans second membre : a(t)y’ + b(t)y =0 (2)

On résout cette équation.

On trouve ys(t) = ke F® avec (k € IR) et F primitive sur | de t—> %(%

° On cherche une solution particuliére y; de 1’équation (1)

° On conclut : La solution générale de 1’équation ( 1) est y; + Yo.

C.4. Recherche d’une solution particuliére de I’équation (1).

Si a(t) et b(t) sont des constantes et c(t) un polyndéme ou une expression de la forme A cos ot + B sin wt,
on peut chercher une solution particuliere de la méme forme que c(t).

Exemple 1. Déterminer une solution particuliére de I’équation (E) : y’ -2y =-4t (I = R).

Exemple 2. Déterminer une solution particuli¢re de 1’équation (F) : y’—2y=13sin 3t (I = R).

C.5. Recherche d’une solution vérifiant les conditions initiales.

Lorsqu’une équation différentielle provient de I’étude d’un systéme physique, celui-Ci est soumis a une ou
plusieurs conditions initiales.

Exemple. Résoudre sur I’intervalle |- 1 ; + oo, ’équation : (x + 1)y’ +y =4x—-3 (E).

Trouver la solution g de (E) telle que g(0) = 0.



D. Equations linéaires du second ordre a coefficients réels constants.

D.1. Définition.

On appelle équation linéaire & du second ordre a coefficients constants une équation de la forme :

ay” + by’ +cy = d(t)

ou a, b, ¢ sont des nombres réels (a = 0) et d une fonction dérivable sur un intervalle | de IR.

L’équation ay’” + by’ + cy = 0 est dite équation sans second membre associee.

Exemples: y’+y —2y=t-1 et vy’ +4y=sint sontdes équations différentielles du second
ordre a coefficients constants.

D.2. Résolution de I’équation ay’’ + by’ + cy =0 ().

Théoréeme. (Admis)
La solution genérale de I’équation ay’’ + by’ + cy =0 (1) s’écrit :

y(t) = Caya(t) + Caya(t)

ouU y; et y, sont deux solutions particuliéres indépendantes (dont le rapport n’est pas constant) de
I’équation (1) et C; et C, des constantes reelles ou complexes.

Conséquences.

Pour résoudre 1’équation (1) nous en déterminerons deux solutions particulieres indépendantes.

Résolution.
Cherchons des solutions de I’équation (1) sous la forme : y(t) = e" (r est un nombre réel)
y(ty=€" donne y’(t)=re" et y(t) =re"
y est solution de 1’équation (1) si et seulement si: ay”’ + by’ +cy =0

ay” +by’+cy=0 < ar’e"+bre"+ce"=0
< (ar*+br+c)e"=0
< arf+br+c=0 {pourtoutréelt, e" =0}

{L’équation ar®+br+c =0 estappelée équation caractéristique de I’équation différentielle (1)}
La résolution de 1’équation caractéristique conduit a trois cas :
) 1*"cas: A>0

L’équation caractéristique a deux solutions réelles distinctes ry et ry ; il leur correspond deux
solutions de (1) : yi(t) = e et y,(t) = et

) _ e _ . .
% == e~ r; = r, par conséquent e~ "' n’est pas constant !

y1 et y, sont donc deux solutions particuliéres indépendantes de 1’équation (1)

La solution générale est alors y(t) = Cayi(t) + Coyo(t) = Cie™ + Cpe™

Exemple. Déterminons la solution générale de I’équation y*” + 3y’ +2y =0 (1)



M cas: A=0

L’équation caractéristique a une solution double rp = — 2a

yl(t) = erf’t.

rot

; 1l lui correspond une solution de (1) :

Montrons que la fonction y, définie par y,(t) = te’® est également solution de (1).

ot 4 roet + try2e" = 2roe" + tro2e™

Ona: y,(t)=e" +tre™ et y, () =ree
a(2ree™ + tro’e™) + b(e™ + troe™) + cte'
2arpe” + atro’e” + be"' + btroe" + cte"
(2ar + b)e"" + (aro? + brg + c)te™.

ay,”” + byz’ +Cy2

Rappelons nous que ro = —2% et que par conséquent 2aro +b =0

Io est également la solution de 1’équation caractéristique ar’ + br + ¢ =0donc ar,’> + bro + ¢ = 0.

Ces deux constatations nous permettent donc d’affirmer que ay,’’ + by,’ + cy, = 0 c'est-a-dire que
Yy, est également solution de (1).

yo(t) _ te™ _
vi() ~ eF =1, y1 et y, sont donc deux solutions particuliéres indépendantes.

La solution générale de 1’équation (1) est alors :

y(t) = C1ya(t) + Caya(t) = C1e"' + Cote™' = (Cy + Cat)e" avec rp = — 2%.

Exemple. Déterminons la solution générale de 1’équation y*” + 6y’ +9y =0 (1)
3*™ cas: A<0

L’équation caractéristique n’a pas de solutions réelles mais admet deux solutions complexes

conjuguées : a+zﬂ__— lC zﬂ-—ﬁ A=A

2a 2a 2a 2a

Nous admettrons que les fonctions : yi(t) = e* sin At et y,(t) = e* cos St sont deux solutions
particuliere de I’équation différentielle (1).

La solution générale de 1’équation différentielle (1) est donc :
y(t) = Cyyi(t) + Coya(t) = C1e“ sin pt + Coe™ cos St = €¥(Cy sin ft + C, cos )

Remarque : 1l est souvent pratique d’avoir cette solution sous la forme Ke™ sin (5t + ).

Pour parvenir a cette expression on considére le nombre complexe non nul, z= C; +iCo.

Ce nombre complexe a une forme trigonométrique : z = [K, ¢] avec :
- 2 2 _ Cy . _ C,
K =+/Ci* + C°, cos ¢ =" et sing ="

On peut écrire : y(t) =e“(Cysinpt + C,cos i)
Cl . C2 )
— qat == — £
—e K(K sin it + K Ccos St
= e™K (cos ¢ sin Bz + sin ¢ cos fi)

= ™K (sin ¢ cos ¢ + cos Bt sin @)
= e”K sin (Bt + ¢).

Exemple. Déterminons la solution générale de I’équation y*’ + 2y’ + 5y =0 (1)



A retenir : Tableau récapitulatif (a, b et ¢ sont des réels ; a# 0).

Equation caractéristique Solutions de
ar’+br+c=0 ay” +by’ +cy=0
A>pg | 2solutions réelles distinctes : y(t) = Cie" + Ce™
rpetr, C.eR Cye |th
A=0 1 solution réelle : ro = — b y(O = (Cy + Cat)er
2a C.eR CeR
A< | 2solutions complexes conjuguées y(t) = e”(Cy sin it + C; cos pi)
n=at+ip et n=a—if CieR,CeR

D.3. Résolution de I’équation ay>’ + by’ + cy = d(t).

Nous nous plagons dans le cas ou a, b et ¢ sont des réels (a = 0) et ou d est une fonction a valeurs réelles
dérivable sur un intervalle | de IR.

Théoreme. (Admis)

La solution générale de 1’équation ay’’ + by’ + cy = d(t) s’obtient en ajoutant une solution
particuliere de I’équation avec second membre a la solution générale de 1’équation sans second
membre.

Nous allons utiliser ce théoreme et le théoreme qui suit pour résoudre des équations differentielles du
second ordre avec second membre dans quelques cas simples.

Théoréme. Une équation du type ay’” + by’ + cy = d(t), ol d(t) = e”P(t) admet une solution

particuliére de type t+— e“Q(t), a € C.

Exemple 1. Déterminons la solution générale de ’équation y*> +3y’ +2y=2t+7 (1) 1= IR,

Exemple 2. Déterminons la solution générale de I’équation y”> +3y’=6t—-1 (1) 1= IR,

On cherchera une solution particuliére de la forme t —> At? + Bt + C.

Exemple 3.  Déterminons la solution générale de I’équation y>’> +3y’ +2y=7cost—sint (1) I=IR.

On cherchera une solution particuliere de la forme t — Acost + B sin t.
Exemple 4. Déterminons la solution générale de I’équation y> +2y’ —3y=e* (1) I= R

Exemple 5. Déterminons la solution générale de I’équation y> +2y’ —3y=e* (1) I= R

On cherchera une solution particuliére de la forme t —> A te'.

D.4. Résolution d’une équation ayant des conditions initiales.

Dans certains exercices proposés a I’examen, on demande la solution d’une équation différentielle
vérifiant deux conditions initiales. 11 s’agit alors de calculer C; et C,.

Exemple. Soit (E) I’équation différentielle : y> + 2y’ +y=4e

a) Résoudre (Ep) :  y”’+2y’+y=0.

b) Montrer que la fonction y; définie sur IR par yi(x) = 2x
c) En déduire la solution générale de (E).
d) Déterminer la solution y, de (E) qui Vérifie y,(0) =4 et y,’(0) = 1.

%e ¥ est une solution particuliére sur IR de (E).




