Exemple 1. Déterminons la solution générale de I’équation y*> +3y’+2y=2t+7 (1) 1= R.

L’équation sans second membre associée s’écrit : y”+3y"+2y=0 (2)
[’équation (2) a pour solution générale (voir exercice résolu 3. 2.) :
y,()=Ce "+ Ce™? (CeR,CeR).

d(t) =2t + 7. Cherchons une solution particuliere de (1) de la forme :
v,(t)=At+ B (A, B: réels inconnus).

Ona y/(t)=A et y/(t)=0.

y, est solution de (1) si et seulement si : y() +3y/(t) +2y,(1) =2t +7

soit 3A+2(At+B)=2t+7 ; 2At+ BA+2B)=2t+17.
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La solution générale de 1’équation (1) s’écrit :

y()=y,(t)+y,(t)=Ce"+C,e > +1+2 (CeR, C,eR).

~ par conséquent y,(f) =1+ 2.

Exemple 2. Déterminons la solution générale de ’équation y”> +3y’=6t—-1 (1) 1= IR,
On cherchera une solution particuliére de la forme t—> At® + Bt + C.

L’équation sans second membre associée s’écrit : y”" +3y"' =0 (2)
L’équation caractéristique de (2) est: r*+3r=0 soit r(r+3)=0
d’ou r,=0 et r,=-3.
La solution générale de I'équation (2) est :
ylf) =Ce¥# e ¥ =0, e (R O;cR)
Nous chercherons une solution particuliere de (1) de la forme :
y,(1)=Ar*+Bt+ C (A, B et C inconnus)

(N.B. : La solution particuliere cherchée est du second degré car le coefficient
nul.)

Ona y/(1)=2At+B et y/(t)=2A.
¥, est solution de (1) si et seulement si : y/(¢) +3y/(t) = 61— 1
soit 24 +3(2At+B)=6t—1 ; 6At+ (24 +3B)= 6t 1.
D’ol {6A:6 A= 1

2A +3B =-1 B=-1

C peut étre choisi arbitrairement, par exemple C =0, par conséquent : y,(¢) =1

soit {

La solution générale de I’équation (1) s’écrit :
y()=y,(t)+y,(1)=C, + Cze‘3’ it
y(t)=Ce'+1°-t+C, (C,eR, C,eR).




Exemple 3. Déterminons la solution générale de ’équation y>’ + 3y’ +2y =7 cost—sint (1)
On cherchera une solution particuliere de la forme t —> Acost + B sin t.
L’équation sans second membre associée s’écrit : y” + 3y " +2y=0 (2).
L’équation (2) a pour solution : y,(t) =C,e™" + Cze‘z’ (voir exercice résolu 3. 2.).
Posons y (7) = Acost + Bsint (A et B inconnus)
d’ol y/(t) =—-Asint + Beost ; y[(t) =—Acost — Bsint
Y, est solution particuliere de (1) si et seulement si :
v () +3y/(t) + 2y,(t) = Tcost — sint

soit —Acost— Bsint + 3(-=Asint + Bcost) + 2(Acost + Bsint) = 7cost — sint ;

(A+3B)cost+ (=3A + B)sint = 7cost — sint.

Dol {A+BB=7

soit [A
-3A+B=-1

=1 par conséquent y,(f) = cost + 2sint.
B=2
La solution générale de I’équation (1) est :

y(t)=C,e”"+ C,e™ + cost + 2sint (C,eR, C,eR).

Exemple 4. Déterminons la solution générale de I’équation y>> +2y’ —3y=¢e® (1) I= R.

L’ équation sans second membre y” +2y’—3y=0 (2) a pour équation caractéristique
r?> +2r—3=0 dont les solutions sont 1 et —3.

La solution générale de (2) est donc :
y,(H=Ce '+ Ce™ (CieR,CeR).
On cherche une solution particuliere sous la forme y,(7) = Ae*'.
Ona: y/(t)=2Ae* et y/(1)=4Ae”.
En remplacant dans (1), on obtient : (4A +4A —3A)e* =e* dou 5A=1 ; A= %
On obtient y (1) = %ez’

puis y(t)=C,e'+ C,e™ + %ez’ (C,eR, C,eR) comme solution générale de (1).

Exemple 5. Déterminons la solution générale de I’équation y> +2y’ —3y=e* (1) I= R
On cherchera une solution particuliére de la forme t — A te'.
[’équation sans second membre est la méme que précédemment, sa solution générale
est: y,(r)=Ce' + C,e™ (C,eR, C,eR).
On pose : y, (1) =Ate".
On obtient : y/(t) =Ae'+Ate'=A(1 +1)e’
puis y()=A(l+t)e'+Ae'=AQ2 +1)e
En remplacant dans (1) ona: A2 +1)e'+2A(1 +t)e'—3Are' =¢'
d’od 4Ae‘=¢' ; A= % Donc y,(t) = %te’.

La solution générale de (1) est donc :

y()=Ce'+ Ce™ + %te’ (C,eR, C,eR).




D.4. Résolution d’une équation ayant des conditions initiales.

Dans certains exercices proposés a I’examen, on demande la solution d’une équation différentielle
vérifiant deux conditions initiales. 11 s’agit alors de calculer C; et Co.

Exemple. Soit (E) ’équation différentielle :  y> +2y’ +y=4e *
a) Résoudre (Eo):  y”+2y’+y=0.
b) Montrer que la fonction y; définie sur IR par yi(x) = 2x%e ~*est une solution particuliére sur R de (E).
c) En déduire la solution générale de (E).
d) Déterminer la solution y, de (E) qui Vérifie y,(0) =4 et y,’(0) = 1.
a)y”+2y" +y=0.
L’équation caractéristique est > +2r + 1 =0,
cette €équation a pour solution double r, =—1.
La solution générale de (E ) est donc : y,(x)=(C, + C,x)e™ (C,eR,C,eRHE

b) Pour montrer que y, est une solution particuliere de (E), il suffit de montrer que W
est solution de (E).

On obtient successivement :
y,(x)= 2x%e*
y/(x) = (4x-2xYe™

y/(x)=Q2x*-8x+4)e™

En reportant dans (E), on a :

Y 42y +y=[2x*-8x+4)+2(4x—2x%) +2x%]e*=4e".

v, est donc bien solution particuliere de (E).

¢) La solution générale de (E) estdonc: y =y, +y,

soit y(x) = (C, + Cyx)e ™+ 2x%™
=(C, + C,x +2x*)e™.

d) y, étant une solution de (E), elle vérifie : y,(x)=(C, + C,x + 2xe™

On calcule d’abord y’,(x) :

V,(x)=(C, +4x)e™ —(C, + C,x +2x%)e™

=[(C,-C)+@-C,)x-2x"]e™

¥,(0) =4 donne C, =4 et y,(0)=1 donne C,-C, =1 d’out C,=4etC,=5.

La solution vérifiant les conditions initiales données est donc définie par :

y,(x)=(4+5x +2x°)e™
ou en ordonnant le trindme suivant les puissances décroissantes de x :

y,(x)=(2x> + 5x +4)e™



